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Résumé—On propose une pré-étude comparative entre deux
formulations intégrales de surface bien conditionnées pour la
résolution des équations de Maxwell dans le régime des courants
de Foucault (CF) dans un contexte de contréle non-destructif
des structures. La premiere, issue d’une approximation asympto-
tique CF des équations de Maxwell, nécessite une décomposition
loop-star des courants de surface mais passe par une construction
manuelle de loops globales sur des géométries non-simplement
connexes. La seconde fait intervenir une stabilisation par des
projecteurs quasi-Helmholtz, évitant ainsi la construction ma-
nuelle des loop globales. A terme, les deux formulations seront
mises en ceuvre sur des cas concrets de CND.

I. INTRODUCTION

Dans le cadre du contrdle non-destructifs des structures
(CND) métalliques par courants de Foucault (CF), on est
amené a résoudre les équations de Maxwell harmoniques a des
fréquences comprises dans la bande [1 kHz, 1000 kHz| pour
des conductivités de matériau de I'ordre du méga-Siemens
(MS). Cela permet d’évaluer la variation d’impédance des
bobines excitatrices pour plusieurs configurations de sources
et d’en déduire une information quantitative sur le signal
mesuré en présence d’un ou de plusieurs défauts. Plusieurs
méthodes, telles que les Eléments Finis, permettent de me-
ner ces études. Les formulations par intégrales de frontiere
permettent toutefois une modélisation plus aisée des confi-
gurations expérimentales complexes, la gestion des sources
électromagnétiques, et des maillages qui se limitent aux
interfaces entre les milieux. En contrepartie, elles requierent
I’assemblage de matrices pleines ce qui se traduit par un cofit
de calcul élevé, et sont généralement mal conditionnées. Au
sein du CEA-List, une variante asymptotique du probléme
de Maxwell pour le régime CF [1], [2], est utilisée. Basée
sur la formulation classique PMCHWT [9] en les inconnues
(J,M), notoirement connue pour &tre instable numérique-
ment a basse fréquence, elle fait en particulier intervenir la
décomposition de Helmholtz-Hodge de (J,M) en une com-
posante a divergence nulle loop et son complémentaire star
pour obtenir la formulation PMCHWT4LT en les inconnues
(JE,JT ML MT). Elle présente un défaut majeur sur les
géométries non-simplement connexes car la base choisie doit
ensuite étre complétée par deux fonctions loop globales par
"trou" dans la topologie. Cette opération est triviale sur un
maillage structuré d’une piece simple mais devient fastidieuse

a faire fonctionner en "boite noire" sur des maillages issus
de CAO quelconques. Afin de pouvoir traiter des cas plus
complexes, on se propose d’évaluer une autre formulation [3]],
[4], [S], désignée par PMCHWT+QH dans la suite, basée sur
I’utilisation de projecteurs guasi-Helmholtz et qui contourne
ce probleme.

II. FORMULATIONS INTEGRALES DANS LE REGIME CF

La formulation utilisée au CEA-List est une variante
asymptotique de PMCHWT+LT en deux parameétres v < 1
caractérisant la fréquence par rapport a la conductivité et
& = O(1) correspondant a la taille caractéristique de la
zone inspectée normalisée par I’épaisseur de peau. Elle prend
également en compte le fait que 1’excitation vient d’une
bobine et est a divergence nulle. Dans ce régime, le calcul
de I'impédance des bobines ne fait pas intervenir J7 et le
systeme 4 x4 de PMCHWT+LT dont tous les blocs sont pleins
se réduit a un systeme 3x 3, qu’on désigne par PMCHWT+CEF,
dont plusieurs blocs sont identiquement nuls ce qui permet a
la fois de réduire la complexité de 1’assemblage mais aussi
celle de la résolution. Cette derniere formulation se préte
particulierement bien a une résolution par solveur direct LU,
permettant certaines optimisations comme le stockage sur
disque de la factorisation pour utilisation ultérieure avec des
seconds membres différents.

La formulation [3]] est basée sur ’analyse du comportement
asymptotique des opérateurs initialement quand la conducti-
vité o est fixée et que la fréquence tend vers 0. Elle a ensuite
été étendue a d’autres régimes et inclue un préconditionne-
ment pour le probleme de géométries densément maillées
[6]. Telle que présentée dans [4], [6], son cadre de validité
est différent de celui de PMCHWT+CF. Elle fait intervenir
deux projecteurs guasi-Helmholtz sur les sous-espaces loop
et star, et leurs complémentaires sur les espaces primal
et dual de Buffa-Christiansen [10]. Sous cette forme, les
projecteurs sur les espaces loop projettent implicitement sur
les loops globales qu’il n’est donc plus nécessaire d’exprimer.
Ces projecteurs sont ensuite normalisés par des constantes
faisant intervenir le comportement asymptotique des blocs
du systtme PMCHWT+LT lorsque la fréquence tend vers
0, ainsi que le comportement de la source. Le systeme final
bénificie alors d’un préconditionnement optimisé en fonction
de la fréquence [4], [S].



Il existe d’autres formulations adaptées au régime CF ba-
sées sur une formulation intégrale de double-couche [8]], [7].
Cependant, des essais préliminaires montrent qu’un plus grand
nombre d’inconnues est nécessaire a précision équivalente et
elles ne sont pas incluses dans cette étude.

III. ETUDE NUMERIQUE DU CONDITIONNEMENT

On propose une premier cas d’application numérique aca-
démique ne correspondant pas a un contexte CND réel. La
géométrie est un tore dans le plan (€,,€,), de rayon R =1
jusqu’au centre de sa section circulaire de rayon r = 0.3 et
le champ incident est engendré par une bobine (voir FIGURE
[). La conductivité du tore est o = 10° Siemens (ordre de
grandeur pour l’acier) et on suppose qu’il n’est pas ferro-
magnétique (perméabilité magnétique relative u, = 1). La
géométrie est discrétisée avec un maillage structuré de 512
quadrangles ce qui permet d’assembler (naivement) la matrice
du systtme en RAM. Dans cette configuration, il faut donc
rajouter deux loops globales a la base d’approximation en
formulation PMCHWT+LT et PMCHWT+CFE.

FIGURE 1. Tore (sombre) et bobine excitatrice (doré).

Dans le cadre de cette pré-étude, on observe le condition-
nement exprimé pour une matrice A comme

Reond = ||A||2 : ”A_lHQ (D

pour différentes valeurs de la fréquence d’excitation. On
applique en plus un préconditionneur diagonal a toutes les
formulations.

TABLE I
CONDITIONNEMENT POUR DIFFERENTES FREQUENCES

f (Hz) | PMCHWT+LT | PMCHWT+CF | PMCHWT+QH

10—°6 1.182-10° 7.118 - 10° 1.844 - 10%
10—2 1.489 - 107 8.931-103 1.702 - 10%
100 7.771 - 103 3.453 - 103 3.145 - 103
102 9.44 - 103 3.601 - 103 1.607 - 10%
107 9.208 - 103 4.088 - 103 1.169 - 10°

Les résultats pour les trois formulations sont représen-
tés dans le TABLEAU [ Pour la plus basse fréquence
f= 10~% Hz, le meilleur conditionnement est obtenu pour
PMCHWT+QH ce qui n’est pas surprenant dans la mesure ou
cette formulation est parfaitement adaptée pour les tres basses
fréquences et conductivité fixée. De plus, la variation d’impé-
dance calculée avec PMCHWT+CEF (figure non représentée ici

par manque de place) diverge complétement de la référence
établie avec PMCHWT4LT car la fréquence est trop basse
(€ < 1). Dans la bande [1072,10%] Hz, le conditionnement
est excellent pour toutes les formulations. Pour 10* Hz,
le conditionnement de PMCHWT+QH se dégrade mais la
mesure d’impédance, également non-présentée, est conforme
a la référence. Ce comportement est attendu dans la mesure
ou le préconditionneur présenté dans [4] doit étre modifié.

IV. CONCLUSION

La formulation PMCHWT+QH permet de fonctionner en
"boite noire" sans avoir a exprimer les loops globales. De son
coté, la formulation PMCHWT+CF permet des assemblages
pleins jusqu’a 100000 inconnues sur de petits serveurs de
calcul et permet certaines optimisations, mais limite la com-
plexité des cas pouvant étre traités. PMCHWT+QH est donc
tres prometteuse pour les études complexes avec un grand
nombre d’inconnues une fois que le préconditionneur aura été
adapté au régime "CND pour pieces métalliques”. Les travaux
a venir vont donc porter sur des cas d’application réels (pieces
non-canoniques issues de CAQO), éventuellement avec de forts
raffinements locaux typiques dans la modélisation des fissures.
En parallele, des travaux sur la génération automatique des
loops globales seront menés afin de maintenir la comparaison
avec PMCHWT+CF sur des cas complexes.
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