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Résumé—Cet article introduit de maniére sommaire les
décompositions tensorielles, plus particulierement le format
Tenseur-Train. Ce dernier est ensuite appliqué au cas d’une
équation intégrale en électrostatique pour réduire le stockage
de la matrice du systeme obtenu apres discrétisation.

I. INTRODUCTION

Pour la modélisation numérique en électromagnétisme,
diverses méthodes de calculs existent pour résoudre les équa-
tions mises en jeux, en particulier les méthodes intégrales.
Celles-ci présentent 1’avantage de ne pas nécessiter une dis-
crétisation de 1’air mais I’inconvénient majeur de mener a un
systeme linéaire ou la matrice est pleine. Ceci implique que
la complexité algorithmique de 1’assemblage est en O(n?) ol
n est le nombre d’inconnues.

Plusieurs méthodes de compression matricielle ont été mises
en place pour réduire la complexité de I’intégration et aussi
réduire le stockage en mémoire de 1’opérateur intégral. Nous
pouvons citer notamment les fast multipole method (FMM)
[1] et les matrices hiérarchiques (H-matrices) [4].

Dans ce travail, nous n’adoptons pas le paradigme de la
compression matricielle mais plutdt celui de la compression
tensorielle. L’idée globale est de réaliser une approximation
de bas rang d’un tenseur pour réduire le coiit de construction
(par exemple d’intégration dans notre cas) et du stockage en
mémoire de celui-ci. Divers formats de tenseurs existent, en
particulier les décompositions polyadiques canonique (CP) [2]
et Tucker [3]. L’arrivée du format Tenseur-Train (TT), popu-
larisé par Oseledets aux alentours des années 2010 [7] permet
d’outrepasser certaines difficultés des deux décompositions
précédentes, ouvrant la voie a la compression d’équations
intégrales par des méthodes tensorielles.

En électromagnétisme haute fréquence, quelques premicres
tentatives ont été réalisées [6] mais les noyaux de Green
intervenant dans ces équations induisent des limitations.
Dans cet article, nous nous placons en basse fréquence, ou les
noyaux sont plus favorables (meilleure régularité notamment)
et nous présentons une compression sur un premier exemple
simple.

II. LE FORMAT TENSEUR-TRAIN (TT)
A. Généralités

Soit A € R™>X"d yn tenseur & d dimensions de
tailles respectives ny,...,ny et dont le coefficient relatif au

multi-indice (71, ...,%q) sera noté A(iy, ...
format TT de A est donné par :

,iq). L’écriture au

Alin, .. ia) = Y, Ciao,ir, 1) ... Ca(a 1, id, aa)
Ay X —1

ey

ou les Cp € R"™=1X"X"k et les 1y, k € {1,...,d} (avec

ro = rq = 1 pour uniformiser les notations des coeurs) sont
appelés respectivement les coeurs et les TT-rangs de .A.

Il existe aussi une écriture équivalente faisant intervenir le
produit matriciel :

Alir, ... ig) = C1(iy) ... Calig) 2)

avec Cy(iy) € R™1*"r Lk € {1,...,d}. Cette derniere
écriture montre que le format TT s’interpréte comme une
généralisation de la séparation des variables : a chaque
coeur Cj, est associé un des indices i; du tenseur A pour
ke{l,...,d}.

Le nombre d’éléments (Nr) d’un tenseur au format TT est
obtenu en additionnant celui de chaque coeur :

d
Nrp =3 re_1mers 3)
k=1
En optant pour rp, =7 et n, =n, k € {1,...,d}, le nombre

d’éléments au format TT est en O(dnr?) 1a ou celui d’un
tenseur classique (noté Niepns) est en O(n).

B. Algorithme de construction

La construction d’une approximation de .4 a I’aide de son

écriture en format TT est donné dans [7] :

— La premiére étape est de représenter A par A1) e
R %7274 et de chercher une approximation de rang
ri de AW, En général, AV ~ X, YT avec X; €
R7™1%7 et Y, € R"2-"dX71 e coeur C; est obtenu
en représentant X; par X; € R7OX™MXT1 (g = 1)
et en posant C; = Xj. L’algorithme se poursuit avec
le tenseur & d — 1 dimensions W, € R™1nm2Xn3...1a
constitué des termes de Y.

— A T’étape k, le tenseur Wy € R7k-17k XMkt 1 X XNd gt
représenté par W,(:) € R7e—1MkXMkt1--Nd ] Papproxi-
mation de rang r; donne Wl(:) s XkYg avec Xy €
RTe-1 X"k et Y € RM+1-1dXTk  Te coeur Cj est
obtenu en représentant Xy, par X, € R"-1%"tX"k et en
posant C;, = Xj. L’algorithme se poursuit avec le ten-
seur a d — k dimensions Wy, 1 € RETk+1XMkt2 X Xa
constitué des termes de Y.



Un choix de décomposition classique serait de déterminer
I’approximation de bas rang en tronquant la Décomposition
en Valeurs Singulieres (SVD) de chacune des matrices succes-
sives. Ceci n’est pas judicieux car cela nécessite de calculer
entierement A. Une solution a ce probléme consiste a utiliser
une décomposition CUR ou C, R contiennent respective-
ment 7 colonnes et r lignes linéairement indépendantes d’une
matrice et U est ’intersection entre C et R. Cet algorithme
se nomme le TT-cross [8].

C. Tensorisation

Apres la discrétisation d’une équation intégrale, intervient
la résolution d’un systéme linéaire Ax = y avec A €
RN*XN x € RN et y € RN désignant respectivement la
matrice de I’opérateur intégral, les inconnues et le vecteur
contenant les données (la source). Nous constatons que A
ne permet pas de tirer profit du format TT. Pour cela, il
faut tensoriser le systéme linéaire, c’est-a-dire transformer les
matrices et les vecteurs en tenseurs de dimensions supérieures
a deux. Ceci est possible en supposant que N = HZ:1 Nng.
Ainsi, un isomorphisme [5] est construit entre les espaces
RITizime gf RmuXxna pour les vecteurs ainsi qu’entre
RITi—s mex Tz me gp RPTXX75 pour les matrices.

III. COMPRESSION D’UNE EQUATION INTEGRALE ISSUE
DE L’ELECTROSTATIQUE

Soit le cercle unité S C R? et I’équation intégrale suivante
dans le cas électrostatique [10] :

/S Gx,Y)a(y) dv(y) = 6(x) )

avec ¢ le potentiel électrique sur le cercle (imposé constant
dans notre cas), ¢ la densité linéique de charges solution du
probleme et G(x,y) = —In(||x — y||2)/(27) la fonction de
Green du Laplacien en dimension deux (|| - || étant la norme
euclidienne).

La discrétisation est obtenue en considérant que S = Ung=1 Iy
ou les I'y; sont des segments de longueurs identiques. La
solution ¢ est recherchée dans une base de fonctions wuy,
ke {1,...,N} d’ordre 0 (c’est-a-dire que ¢ = Zszl AL UE
ou les A\ € R).

Par une méthode de collocation réalisée au barycentre de
chaque élément, le systeme discrétisé devient :

N
D G yyue(y) dym)he = 6(x), V1€ {1, N}
k= k

5)

ou les x; sont les points milieux des segments I';.

Pour I’expérience numérique, la librairie TTpy [9] est utilisée
pour compresser la matrice de I’opérateur intégral (I’algo-
rithme du TT-cross présenté précedemment) et le nombre d’in-
connues dans le maillage NV est choisi comme une puissance
de 2 [6] (c’est-a-dire que N = 2% oi1 d € N).

En faisant le rapport Npr/Niens & N fixé (avec Niens = N?),
nous obtenons des taux de compression de 1’ordre de 10~°
pour le plus grand N (Voir Figl[I).
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FIGURE 1. Comparaison du nombre de coefficients entre la matrice issue de
I’opérateur intégral et son approximation au format TT.

IV. CONCLUSION

Cette premiere expérience numérique sur une géométrie

simple est prometteuse, les taux de compression sont élevés
pour les plus grands N. Cependant, un point reste limitant :
la contrainte du choix du nombre d’éléments.
L’étape suivante sera de résoudre le systeme linéaire. Le
format TT donne acces a un produit matrice-vecteur, rendant
possible 1’utilisation de GMRES, mais il existe aussi 1’algo-
rithme itératif AMEN [11] congu pour le format TT.
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